VOLLSTANDIGKEIT UND KORREKTHEIT
DER AUSSAGENLOGIK

1. Die Sprache der Aussagenlogik: Semantik

1.1 Wahrheitswertbelegungen

o Eine Wahrheitswertbelegung fiir eine Sprache der Aussagenlogik (AL)
weist jedem Aussagebuchstaben genau einen der beiden Wahrheitswerte
WAHR oder FALSCH zu. Damit eine Wahrheitswertbelegung / jeder Wif,;
einen Wahrheitswert zuweist, wird /2 durch die folgenden Regeln erweitert
zur Funktion /:

e 1(Q) = h(Q) fiir (,atomare) Aussagebuchstaben Q.

(-Q) = WAHR gdw. h(Q) = FALSCH;
e /(Q AR) = waHR gdw. /(Q) = WAHR und /(R) = WAHR;
e 7/(QVR)=waHR gdw. /(Q) = WaHR und/oder 1(R) = WAHR;
) E(Q — R) = waHR gdw. /1(Q) = FaLscH und/oder 1(R) = WAHR;
e 1(Q — R) = waHR gdw. /(Q) = A(R).

1.2 Aussagenlogische Wahrheit & Folgerung

e Ein Satz S folgt tautologisch aus einer Menge ' = {P;, P, P;, ...} (in
Zeichen: ' |: S) gdw. fiir jede Wahrheitswertbelegung 4 gilt:
Wenn fiir Jede Formel P aus " gilt, dass /1(P,) = WAHR,
dann gilt auch /(S) = WAHR.

e Ein Satz S heil3t aussagenlogisch wahr oder tautologisch gdw. fiir jede
Wahrheitswertbelegung / gilt: 7(S) = WAHR (man notiert auch: = S)-
Letzteres ist der Fall gdw. @ }:T S gilt.

1.3 Vollstindigkeit & Korrektheit von AL
(i) Korrektheit von AL: Wenn I' .S gilt, dann auch I' |:T S.

(it)  Vollstindigkeit von AL: Wenn T j:T S gilt, dann auch I' . S.
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o Aufgrund dieser allgemeinen Fille ergeben sich auch die folgenden spe-
ziellen Fille von Korrektheit und Vollstandigkeit (in welchen I' = @):

({) Wenn £ S gilt, dann auch |= S.
(if) Wenn |:T S gilt, dann auch £ S.

2. Korrektheit von AL

* Beweis: Wir nehmen an, es gilt I' .S (dabei sei I' = {Py, ..., B,}). Zu
zeigen bleibt, dass ' I:T S gilt. Um dles zu zeigen, wird im Folgenden
demonstriert, dass jeder Satz S, der in einem Beweis auftritt, aus den bei
der Ableitung von S vorausgesetzten Annahmen folgt. Der Beweis ver-
fahrt indirekt. Wir nehmen also an, es gibe eine Zeile mit dem Satz S in
einer Ableitung, welcher nicht aus den Satzen folgt, die bei der Ableitung
von S als Annahmen gelten. Eine solche Zeile heiBBe ungiiltiger Schritt.
Betrachten wir den ersten ungiiltigen Schritt in der Ableitung. Die ent-
sprechende Zeile wurde mit einer der zwolf Regeln von Fr hergeleitet. Es
miissen also zwolf Fille unterschieden werden. Da aber jede dieser zwolf
Maoglichkeiten zu einem Widerspruch gefiihrt werden kann, ist die AL
korrekt. Im Folgenden werden als Beispiele nur zwei der zwolf Falle
erortert:

e — Elim: Angenommen, der erste ungiiltige Schritt besteht in der Her-
leitung eines Satzes R mit Hilfe der Regel — Elim. Dann miissen zuvor in
der Ableitung die Satze Q und Q — R aufgetreten sein. Es seien A, ..., A,
die bei der Herleitung von R vorausgesetzten Annahmen. Ist die Herlei-
tung von R der erste ungiiltige Schritt, folgt R nicht aus A4, ..., A,. D. h.
es gibt eine Wahrheitswertbelegung /4, so dass h( ) = FALSCH, obwohl
h(A)) = h(A;) = ... = h(A,) = WaHR. Dies aber fiihrt zu einem Wider-
spruch, da aufgrund der Annahme Q und Q — Raus Ay, ..., A, folgen, so
dass auch 71(Q) = 7(Q — R) = WAHR.

e — Intro: Angenommen, der erste ungiiltige Schritt besteht in der Her-
leitung eines Satzes Q — R mit Hilfe der Regel — Intro. Es seien Ay, ...,

A, die bei der Herleitung von Q — R vorausgesetzten Annahmen. Dann

muss zuvor R mit Hilfe von A4, ..., A, und Q hergeleitet worden sein.

Aufgrund der Annahme gibt es eine Wahrheitswertbelegung /, so dass
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h(A)) = h(Ay) = ... = h(A,) = WAHR, aber #(Q — R) = FALSCH.
Demnach ist /(Q) = waHR und /2(R) = FALsCH. Dies fiihrt aber zu
einem Widerspruch, da aufgrund der Annahme R aus Ay, ..., A, und Q
folgt.

3. Vollstindigkeit von AL

¢ Um die Vollstandigkeit von AL zu zeigen, beweisen wir die Kontraposi-
tion der Behauptung, d.h. wir zeigen:

Wenn I' /.S gilt, dann auch I’ }7% S.

Letzteres besagt, dass es eine Wahrheitswertbelegung gibt, welche alle
Sétze aus I wahr, S aber falsch und somit =S wahr macht. Eine solche
Wahrheitswertbelegung macht demnach alle Satze aus I' U { =S} wahr.
Gibt es eine Wahrheitswertbelegung, welche alle Sitze einer Menge A
wahr macht, wird A auch wt-erfiillbar genannt. Es gelten folgende
Beziehungen:

e SAarz1. T |:TS gdw. T U {=S} nicht wt-erfiillbar ist.
e LEmMA 2. I' S gdw. TU{=S}H L.

e Aufgrund von Lemma 2 gilt auch: I'/,.S gdw. T'U {-S} ¥ L.
Gilt A ¥ L, wird A auch formal konsistent genannt.
Der Vollstandigkeitssatz kann demnach auch wie folgt formuliert werden:

Jede formal konsistente Theorie ist wT-erfiillbar.

e Der Beweis der Vollstindigkeit verfahrt in zwei Schritten
(i) Volistindigkeit fiir formal volistindige Mengen:
Zunichst zeigen wir, dass die Behauptung fiir Mengen gilt, die
formal vollstindig sind. Dabei heiB3t eine Menge I" formal voll-
stindig gdw. fur jeden Satz S gilt: I £.S oder I' K-S
(i) Jede formal konsistente Menge ist erweiterbar zu einer formal
vollstindigen Menge.

o LEMMA 3. Sei T eine formal konsistente und formal vollstindige Menge. R
und S seien Sctze der Sprache von AL. Dann gilt:
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() T E(RAS) gdw. I =R und T KS.
(@) T F(RVS) gdw. T' R oder I' k.S,
(iii) T' =S gdw. I' K.S.
() I (R—S) gdw. T' xR oder I' K.S.
() ' E(R<S) gdw. (I' HR und I' .S) oder

(I' 4R und T' k£S)

® SATZ 4. Jede formal konsistente und formal vollstindige Menge von Scitzen
ist wt-erfiillbar.

Beweisskizze: Sei I' eine formal konsistente und formal vollstindige
Menge von Sétzen der Sprache von AL. Sei /i eine Wahrheitswertbele-
gung, die einem Aussagebuchstaben A den Wert waAHR zuweist gdw.

' k. A. Dann gilt fiir alle Sitze S: h(S) = waHR gdw. I’ = S.

Der weitere Beweis verfahrt induktiv. Der Induktionsanfang ist dabei
aufgrund der Definition von / trivial. Der Induktionsschritt kann mit
Hilfe von Lemma 3 leicht gezeigt werden.

Da jeder Satz in I" auch aus I" hergeleitet werden kann, zeigt der Satz,
dass £ alle Sétze in I" wahr macht und I' demnach wr-erfiillbar ist.

o LEMMA 5. Eine Menge I" von Sditzen ist formal vollstindig gdw. fiir
Jeden Aussagebuchstaben A gilt: T = A oder T' k. —A.
Beweisskizze: Die erste Hilfte des Beweises (,,von links nach rechts®)
ergibt sich bereits aus der Definition des Begriffes formal vollstindig.
Die zweite Hélfte des Beweises verfahrt wiederum induktiv.

o SATZ 6. Jede formal konsistente Menge 1" von Scitzen der Sprache von AL
kann erweitert werden zu einer Menge, die formal konsistent und formal
vollstindig ist.

Beweis: Es sei Sy, Sy, Ss, ..., eine Auflistung aller Sitze der Sprache von
AL (etwa in alphabetischer Reihenfolge). Nun definieren wir eine Folge
von Erweiterungen der Menge I': Ty sei I'. Tj | sei I[; U {S;}, falls T ¥
=S, gilt. Anderenfalls sei I; | | = I. T sei die Vereinigung aller T;. T" ist
formal konsistent:

Dazu geniigt es zu zeigen, dass jedes I; formal konsistent ist (da in einem
Beweis im Rahmen von I'" nur endlich viele Annahmen vorkommen
kénnen, welche bereits in einem der T; enthalten sein miissen).

I) ist nach Annahme konsistent. Nehmen wir an, I} ist konsistent;
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zu zeigen bleibt, dass auch I , | konsistent ist. Ist I; , | = I}, ist I} 4
aufgrund der Induktionsannahme konsistent. Ist I | # I}, gilt nach
Konstruktion von I} , 1, dass I} ¥ —S;. Dann muss nach Lemma 2 aber
auch I, | = ' U {S;} ¥ L der Fall sein.
I ist aber auch formal vollstdndig. Sei S ein beliebiger Satz; dann ist
S=S5; fureini>Oundesgilt: ;. =S;  joder I; £ S; ;1.

® VOLLSTANDIGKEITSSATZ.

Beweis: Angenommen, I' /. S. Dann ist nach Lemma 2 T'U {-S}
formal konsistent. Diese Menge kann nach Satz 6 zu einer Menge erwei-
tert werden, die formal konsistent und formal vollstandig ist. Diese ist
nach Satz 4 wr-erfiillbar durch eine Wahrheitswertbelegung /. 4 macht
demnach insbesondere jeden Satz aus I und —S wahr (bzw. S falsch),
was zeigt, dass " b% S.

o KOMPAKTHEITSSATZ FUR AL. T sei eine Menge von Sitzen der aussa-
genlogischen Sprache. Ist jede endliche Teilmenge von T" wT-erfiillbar, so
auch T selbst.

Beweis: Gezeigt wird die Kontraposition. Angenommen, I" ist nicht
wr-erfiillbar. Dann ist I" nach dem Vollstandigkeitssatz nicht formal kon-
sistent, d.h., dass I' . L. Ein solcher Beweis verfuigt nur tiber endlich vie-
le Pramissen Py, ..., P,. Nach dem Korrektheitssatz gibt es so aber mit
{P1, ..., P,} eine endliche nicht wt-erfiillbare Menge.

Aufgaben
1 Zeigen Sie, dass fir jede Wahrheitswertbelegung / gilt:

a)  Wenn (QV R) = waHR und /(Q) = FALSCH,
dann ist 7(R) = WAHR.

b)  Wenn h(Q — R) = waHR und /1 (R) = FALSCH,
dann ist /1(Q) = FALSCH.

¢)  Wenn(Q < R) = waHR und 7(Q) = WAHR,
dann ist 7(R) = WAHR.

2 Beweisen Sie Satz 1!

3 Beweisen Sie Lemma 3 (i)—(v)!
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4 Vervollstindigen Sie den induktiven Teil von Satz 4!

5 Vervollstandigen Sie Beweis von Lemma 5!
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