GODELS UNVOLLSTANDIGKEITSSATZE
UND WEITERE LIMITATIVE THEOREME

1. Beispiele limitativer Theoreme

e Zwei wichtige Konsequenzen aus dem Vollstindigkeitstheorem sind das
Kompaktheitstheorem fiir die Pradikatenlogik und das Léwenheim-
Skolem-Theorem.

o KOMPAKTHEITSTHEOREM FUR PL1. Sei 7 eine Menge von Scitzen einer
pridikatenlogischen Sprache L. Wenn jede endliche Teilmenge von T wahr
in einer Interpretation ist, dann gibt es auch eine Interpretation, die jeden
Satz aus T wahr macht.

Beweis: Gibe es keine Interpretation, die alle Siatze aus 7 wahr macht,
gibe es (aufgrund des Vollstidndigkeitssatzes) einen Beweis von | mit
endlich vielen Pramissen aus 7. Aufgrund des Korrektheitssatzes gibe es
dann auch keine Interpretation, die alle Satze der endlichen Pramissen-
menge wahr macht.

e LOWENHEIM-SKOLEM-THEOREM. Sei 7 eine Menge von Sdtzen einer
pridikatenlogischen Sprache L. Gibt es eine Interpretation, welche jeden
Satz aus T wahr macht, dann gibt es auch eine Interpretation mit abzdhlbar
unendlichem oder endlichem Gegenstandsbereich, die jeden Satz aus T wahr
macht.

2. Godels Unvollstindigkeitssitze

¢ GODELS UNVOLLSTANDIGKEITSTHEOREM. Die Peano-Arithmetik PA ist
nicht formal vollstindig. (Dabei heil3t eine Theorie 7 formal vollstindig
gdw. fiir jeden Satz S gilt, dass 7 - Soder 7  =S).

2.1 Godelnummern und Arithmetisierung

o Godels erstes Unvollstandigkeitstheorem zeigt, dass in formalen Syste-
men, die ein Mindestmaf an Arithmetik beinhalten, bestimmte Satze
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weder bewiesen noch widerlegt werden konnen. Solche Siatze werden
unentscheidbar im Rahmen der zugrunde gelegten Theorien genannt, und
Theorien, die bestimmte Sitze nicht entscheiden, bezeichnet man als
unvollstindig.

Das wohl berithmteste Beispiel eines solchen unentscheidbaren Satzes ist
eine Variation der Liigner-Paradoxie, die von sich behauptet, sie sei nicht
beweisbar. Auf den ersten Blick mag es unmoglich erscheinen, einen sol-
chen Satz zu formulieren in einer Sprache, die einer Theorie zugrunde
liegt, von der man nur verlangt, dass sie einen bestimmten Teil an Arith-
metik beinhaltet. Immerhin ist es zur Formulierung des besagten Satzes
notwendig, iiber ein Beweisbarkeitspradikat zu verfiigen ebenso wie iiber
eine Methode, selbstreferentielle Sdtze bilden zu konnen, was das arith-
metische Vokabular nicht herzugeben scheint.

Godel hat nun aber gezeigt, dass dem doch so ist. Dies gelang ihm durch
die heute so genannte Gddelisierung, eine Zuordnung von Zahlen (so ge-
nannten Godelnummern) zu Ausdriicken. Somit kann mit Sdtzen der
Sprache der Arithmetik iiber Ausdriicke der Sprache der Arithmetik ge-
sprochen werden, indem man tiber ihre Gédelnummern spricht.

Neben den sprachlichen Ausdriicken, die durch Gédelnummern repra-
sentiert werden, konnen auch Eigenschaften (Mengen) von solchen
Ausdriicken durch Eigenschaften (Mengen) der entsprechenden Godel-
nummern reprisentiert werden, wobei diese Mengen wiederum durch
Formeln der Sprache der Arithmetik ausgedriickt werden.

Auf diese Weise ist es moglich, metamathematische Aussagen zu arith-
metisieren, d. h. Aussagen liber ein formales System in dquivalente
zahlentheoretische Aussagen zu libersetzen, die im formalen System
selbst ausgedriickt werden kdnnen (wenn es denn {iber ein hinreichendes
MaB an Arithmetik verfiigt).

Gddel gelang es so zu zeigen, dass auch die Beweisrelation einer Theorie
7 (die iiber das besagte Mindestmal an Arithmetik verfiigt) in der
zugrunde gelegten Sprache durch eine Formel Bew(x, y) derart definiert
werden kann, dass Folgendes gilt:!

—_

Im Allgemeinen ist eine Menge (bzw. Eigenschaft) natiirlicher Zahlen A definierbar in einer (in der
Sprache der Arithmetik formulierten) Theorie 7, wenn es eine Formel D(x) gibt, so dass fiir alle na-
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(1) Wenn n ein Beweis von m in 7 ist, dann gilt: I Bew(n, m).

(2) Wenn n kein Beweis von m in 7 ist, dann: - —Bew,(n, m).

2.2 Diagonalisierung und Selbstreferenz

Um mit Bew(x, y) einen Satz zu formulieren, der von sich selbst besagt,
er sel nicht beweisbar, ist es zudem erforderlich, selbstreferentielle Sitze
im Rahmen der zugrunde gelegten Sprache formulieren zu kénnen. Dies
erreicht Godel mit Hilfe der so genannten Diagonalisierungsfunktion.

Grob gesprochen ist dabei die Diagonalisierung eines Ausdrucks « (in
dem die freie Variable x vorkommt) das Ergebnis der Ersetzung einer Be-
zeichnung von « fiir jedes freie Vorkommnis von x in «.. So ist beispiels-
weise (4) das Ergebnis der Diagonalisierung von (3):?

(3) xistlang
(4) ,xist lang®ist lang

Wie mit Hilfe der Diagonalisierungsfunktion selbstreferentielle Satze ge-
bildet werden konnen, soll durch das Folgende verdeutlicht werden:

(5) Die Diagonalisierung von x ist lang

(6) Die Diagonalisierung von
,,Die Diagonalisierung von x ist lang* ist lang

Satz (6) behauptet, dass die Diagonalisierung von (5) lang ist. Da Satz
(6) aber gerade das Ergebnis der Diagonalisierung von (5) isz, behaup-
tet (6) somit von sich selbst, lang zu sein.

Ahnlich wie die Beweisrelation definierbar in einer hinreichend starken
Theorie ist, kann auch die Diagonalisierungsfunktion in einer solchen
Theorie reprisentiert werden.?

w N

tiirlichen Zahlen 7 gilt: Wenn n € A, dann k- D(n), und wenn n ¢ A, dann t=-—~D(n). Entsprechend
ist eine Menge von n-Tupeln (bzw. eine n-stellige Relation) von natiirlichen Zahlen I" definierbar in
einer solchen Theorie 7, wenn es eine Formel G(xi, ..., x,,) gibt, so dass fiir alle Zahlen &, ..., k,
gilt: Wenn (ky, ..., k) € T, dann . G(ky, ..., ky), und wenn (k, ..., k) ¢ T, dann - =G(ky, ..., kp).
Dieses Beispiel wurde Smullyan (1994), S. 3—4, entnommen.
Eine n-stellige Funktion f heifit dabei reprdsentierbar in einer (in der Sprache der Arithmetik formu-
lierten) Theorie 7, wenn es eine n + 1-stellige Formel F(xy, ..., X, X, +1) gibt, so dass fiir alle Zahlen
ki, ..., ky, m gilt: Wenn es der Fall ist, dass f(ky, ..., k,) = m, dann gilt:

b1 (F(Kps ooy Ky Xpg 1) 2 X1 = m).
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o Mit Hilfe der Diagonalisierung kann nun fiir jede Eigenschaft, die durch
eine arithmetische Formel ¢(x) ausgedriickt werden kann (wie bei-
spielsweise die Eigenschaft der Beweisbarkeit), ein Satz gebildet werden,
der gewissermallen von sich selbst behauptet, er habe die fragliche Eigen-
schaft ¢. Dieses als Diagonalisierungslemma oder auch Fixpunktsatz be-
kannte Ergebnis ist zentral fiir den Beweis von Goédels erstem Unvollstan-
digkeitstheorem:

¢ DIAGONALISIERUNGSLEMMA. Es sei T eine Theorie, in der die Diagonali-
sierungsfunktion reprdsentiert werden kann. Dann gilt fiir jede Formel ¢(x),
die in der Sprache von T formulierbar ist und nur die freie Variable x
enthdlt, dass es einen Satz o gibt, so dass Folgendes erfiillt ist:*

Ero(To) <o

2.3 Gadels erstes Unvollstindigkeitstheorem (G1)

e Wihlt man in diesem Lemma als ¢(x) die Formel -3z Bew(z, x) (welche
die Eigenschalft x ist nicht beweisbar ausdriickt), ergibt sich ein so genann-
ter Godelsatz ~ fiir die Theorie 7, fiir den gilt:

(7) Fr—3zBew(z, "7 ") < 7

~7 besitzt demnach dieselben Wahrheitsbedingungen wie der Satz

—3z Bew,(z, "7, ") und ,besagt’ somit, dass es keinen Beweis fiir v, gibt.
~7 behauptet damit gewissermaBen von sich selbst, nicht beweisbar zu
sein.

e Nimmt man nun an, es gibe in 7 einen Beweis von 7, dann ergébe sich
aufgrund der Beweisbarkeit des zuletzt erwidhnten Bikonditionals (7),
dass - =3z Bew,(z, "7 '). Aufgrund der obigen Bedingung (1) gilt im
Falle der Beweisbarkeit von v, aber auch, dass = 3z Bew(z, "y, ).
Somit wire 7 inkonsistent. Setzt man aber die Konsistenz von 7 voraus,
ergibt sich die Negation der Annahme und d. h. t/ ;. Dies ist im We-
sentlichen das Ergebnis von Godels erstem Unvollstindigkeitstheorem:

4 "o sei dabei das Numeral der Gédelnummer des Ausdrucks a.
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e GODELS ERSTES UNVOLLSTANDIGKEITSTHEOREM (G1). Es sei 7 eine
rekursiv axiomatisierbare Theorie, die ein Mindestmaf; an Arithmetik
enthélt (und so etwa eine Erweiterung der so genannten Robinson-Arith-
metik Q ist). Dann gilt:

(i) Wenn T konsistent ist, dann gilt t/; .

(ii) Wenn T zudem w-konsistent ist, dann gilt t/.r —,.>

2.4 Gaodels zweites Unvollstindigkeitstheorem (G2)

¢ Das Konsequens des Konditionals (i) kann nun aber im Rahmen von 7
durch =3z Bew(z, "+, ") ausgedriickt werden und das Antezedens etwa
durch den Satz =3z Bew,(z, "0 = 17); dieser Satz soll im Folgenden
durch ,,kons(7)“ abgekiirzt werden. Da nun auch das Argument, das zu
Gl fiihrte, in 7 formalisiert werden kann, gilt auch

(8) Frkons(T) — —3z Bew(z, "y, )®
und daraus ergibt sich Godels zweites Unvollstindigkeitstheorem:

e GODELS ZWEITES UNVOLLSTANDIGKEITSTHEOREM (G2). Es sei T eine
Theorie, die die Bedingungen von G1 erfiillt. Ist T konsistent, dann gilt:”

t/; kons(7)
Wire ndmlich I=; kons(7") der Fall, dann ergibe sich aufgrund von (8),

dass auch b= =3z Bew,(z, ", ") gilt und somit aufgrund von (7) auch
7 v, was im Widerspruch zu G1 steht.

w

Eine Theorie ist dabei w-konsistent genau dann, wenn fiir jede wohlgeformte Formel ¢(x) der zu-
grunde gelegten Sprache, in der nur x als freie Variable vorkommt, Folgendes gilt: Wenn fiir jede na-
tiirliche Zahl n t=-—¢(n) gilt, dann ist es nicht der Fall, dass F--3x ¢(x) (dabei wird vorausgesetzt,
dass es sich bei der zugrunde gelegten Sprache um eine Sprache handelt, die arithmetische Sachver-
halte ausdriicken kann und insbesondere iiber die Individuenkonstante 0 sowie das Symbol fiir die
Nachfolgerfunktion verfiigt.) Die Annahme der w-Konsistenz kann dabei abgeschwicht werden zur
Annahme der bloBen Konsistenz, wenn auf einen etwas komplexeren unentscheidbaren Satz zuriick-
gegriffen wird. Dies wurde 1936 von J. B. Rosser bewiesen; der besagte komplexere unentscheidbare
Satz wird daher gelegentlich auch als Rossersatz fiir T bezeichnet.
In 7 sind aber nicht nur ,,kons(7) — =3z Bew{(z, "g,")* und damit ,.kons(7") — ~;* herleitbar,
sondern auch die Umkehrungen ,—3z Bew(z, "g;") — kons(7 ) bzw. ,,7.,— kons(7)*. Damit sind
im Rahmen von 7 die Behauptungen ,,kons(7)* und v, dquivalent.
Eine weitere wichtige Folgerung, die gelegentlich ebenfalls als Ergebnis von G2 angefiihrt wird, be-
sagt: Die Formalisierung der Behauptung von G2, Wenn T konsistent ist, so kann dies im Rahmen
von T nicht bewiesen werden, kann in 7 hergeleitet werden (siehe Rautenberg 1996, S. 215):
Frkons(7') — —3z Bew(z, "kons(T)™)

N

i
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