
 

Gödels Unvollständigkeitssätze 

und weitere limitative Theoreme 

 
 
 
1. Beispiele limitativer Theoreme 

ç  Zwei wichtige Konsequenzen aus dem Vollständigkeitstheorem sind das 
Kompaktheitstheorem für die Prädikatenlogik und das Löwenheim-
Skolem-Theorem. 

ç Kompaktheitstheorem für PL1.  Sei T eine Menge von Sätzen einer 
prädikatenlogischen Sprache L. Wenn jede endliche Teilmenge von T wahr 
in einer Interpretation ist, dann gibt es auch eine Interpretation, die jeden 
Satz aus T wahr macht. 
  Beweis: Gäbe es keine Interpretation, die alle Sätze aus T  wahr macht, 
gäbe es (aufgrund des Vollständigkeitssatzes) einen Beweis von ⊥ mit 
endlich vielen Prämissen aus T. Aufgrund des Korrektheitssatzes gäbe es 
dann auch keine Interpretation, die alle Sätze der endlichen Prämissen-
menge wahr macht. 

ç Löwenheim-Skolem-Theorem.  Sei T eine Menge von Sätzen einer 
prädikatenlogischen Sprache L. Gibt es eine Interpretation, welche jeden 
Satz aus T wahr macht, dann gibt es auch eine Interpretation mit abzählbar 
unendlichem oder endlichem Gegenstandsbereich, die jeden Satz aus T wahr 
macht. 

 
2. Gödels Unvollständigkeitssätze 

ç Gödels Unvollständigkeitstheorem.  Die Peano-Arithmetik PA ist 
nicht formal vollständig.  (Dabei heißt eine Theorie T formal vollständig 
gdw. für jeden Satz S gilt, dass T   ̀   S oder T   ̀   üS). 

 
2.1  Gödelnummern und Arithmetisierung  

ç  Gödels erstes Unvollständigkeitstheorem zeigt, dass in formalen Syste-
men, die ein Mindestmaß an Arithmetik beinhalten, bestimmte Sätze
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 weder bewiesen noch widerlegt werden können. Solche Sätze werden 
unentscheidbar im Rahmen der zugrunde gelegten Theorien genannt, und 
Theorien, die bestimmte Sätze nicht entscheiden, bezeichnet man als 
unvollständig. 

ç  Das wohl berühmteste Beispiel eines solchen unentscheidbaren Satzes ist 
eine Variation der Lügner-Paradoxie, die von sich behauptet, sie sei nicht 
beweisbar. Auf den ersten Blick mag es unmöglich erscheinen, einen sol-
chen Satz zu formulieren in einer Sprache, die einer Theorie zugrunde 
liegt, von der man nur verlangt, dass sie einen bestimmten Teil an Arith-
metik beinhaltet. Immerhin ist es zur Formulierung des besagten Satzes 
notwendig, über ein Beweisbarkeitsprädikat zu verfügen ebenso wie über 
eine Methode, selbstreferentielle Sätze bilden zu können, was das arith-
metische Vokabular nicht herzugeben scheint. 

ç  Gödel hat nun aber gezeigt, dass dem doch so ist. Dies gelang ihm durch 
die heute so genannte Gödelisierung, eine Zuordnung von Zahlen (so ge-
nannten Gödelnummern) zu Ausdrücken. Somit kann mit Sätzen der 
Sprache der Arithmetik über Ausdrücke der Sprache der Arithmetik ge-
sprochen werden, indem man über ihre Gödelnummern spricht. 

ç  Neben den sprachlichen Ausdrücken, die durch Gödelnummern reprä-
sentiert werden, können auch Eigenschaften (Mengen) von solchen 
Ausdrücken durch Eigenschaften (Mengen) der entsprechenden Gödel-
nummern repräsentiert werden, wobei diese Mengen wiederum durch 
Formeln der Sprache der Arithmetik ausgedrückt werden. 

ç  Auf diese Weise ist es möglich, metamathematische Aussagen zu arith-
metisieren, d. h. Aussagen über ein formales System in äquivalente 
zahlentheoretische Aussagen zu übersetzen, die im formalen System 
selbst ausgedrückt werden können (wenn es denn über ein hinreichendes 
Maß an Arithmetik verfügt).   

ç  Gödel gelang es so zu zeigen, dass auch die Beweisrelation einer Theorie 
T (die über das besagte Mindestmaß an Arithmetik verfügt) in der 
zugrunde gelegten Sprache durch eine Formel BewT(x, y) derart definiert 
werden kann, dass Folgendes gilt:1 

                                                           
 1  Im Allgemeinen ist eine Menge (bzw. Eigenschaft) natürlicher Zahlen D definierbar in einer (in der 

Sprache der Arithmetik formulierten) Theorie T, wenn es eine Formel D(x) gibt, so dass für alle na-
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 (1)  Wenn n ein Beweis von m in T  ist, dann gilt:  �T  BewT(n, m). 

 (2)  Wenn n kein Beweis von m in T  ist, dann:  �T  üBewT(n, m). 

 
2.2  Diagonalisierung und Selbstreferenz  

ç Um mit BewT(x, y) einen Satz zu formulieren, der von sich selbst besagt, 
er sei nicht beweisbar, ist es zudem erforderlich, selbstreferentielle Sätze 
im Rahmen der zugrunde gelegten Sprache formulieren zu können. Dies 
erreicht Gödel mit Hilfe der so genannten Diagonalisierungsfunktion. 

ç Grob gesprochen ist dabei die Diagonalisierung eines Ausdrucks a (in 
dem die freie Variable x vorkommt) das Ergebnis der Ersetzung einer Be-
zeichnung von a für jedes freie Vorkommnis von x in a. So ist beispiels-
weise (4) das Ergebnis der Diagonalisierung von (3):2 

  (3) x ist lang 

  (4) ‚x ist lang‘ ist lang 

ç Wie mit Hilfe der Diagonalisierungsfunktion selbstreferentielle Sätze ge-
bildet werden können, soll durch das Folgende verdeutlicht werden: 

  (5) Die Diagonalisierung von x ist lang 

  (6) Die Diagonalisierung von  
   „Die Diagonalisierung von x ist lang“ ist lang   

 Satz (6) behauptet, dass die Diagonalisierung von (5) lang ist. Da Satz 
(6) aber gerade das Ergebnis der Diagonalisierung von (5) ist, behaup-
tet (6) somit von sich selbst, lang zu sein. 

ç Ähnlich wie die Beweisrelation definierbar in einer hinreichend starken 
Theorie ist, kann auch die Diagonalisierungsfunktion in einer solchen 
Theorie repräsentiert werden.3 

                                                                                                                                                                                                 
türlichen Zahlen n gilt: Wenn n Ä D, dann �T  D(n), und wenn n Å D, dann �T  üD(n). Entsprechend 
ist eine Menge von n-Tupeln (bzw. eine n-stellige Relation) von natürlichen Zahlen G definierbar in 
einer solchen Theorie T, wenn es eine Formel G(x1, …, xn) gibt, so dass für alle Zahlen k1, …, kn 
gilt: Wenn ¡k1, …, kn¢ Ä G, dann �T G(k1, …, kn), und wenn ¡k1, …, kn¢ Å G, dann �T üG(k1, …, kn). 

 2  Dieses Beispiel wurde Smullyan (1994), S. 3–4, entnommen. 
 3  Eine n-stellige Funktion f  heißt dabei repräsentierbar in einer (in der Sprache der Arithmetik formu-

lierten) Theorie T, wenn es eine n + 1-stellige Formel F(x1, …, xn, xn +1) gibt, so dass für alle Zahlen 
k1, …, kn, m gilt: Wenn es der Fall ist, dass f(k1, …, kn) = m, dann gilt:  

�T @xn+1 ¥F(k1, …, kn, xn+1) ‡ xn+1 = m¦. 
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ç Mit Hilfe der Diagonalisierung kann nun für jede Eigenschaft, die durch 
eine arithmetische Formel f(x) ausgedrückt werden kann (wie bei-
spielsweise die Eigenschaft der Beweisbarkeit), ein Satz gebildet werden, 
der gewissermaßen von sich selbst behauptet, er habe die fragliche Eigen-
schaft f. Dieses als Diagonalisierungslemma oder auch Fixpunktsatz be-
kannte Ergebnis ist zentral für den Beweis von Gödels erstem Unvollstän-
digkeitstheorem: 

ç Diagonalisierungslemma.  Es sei T eine Theorie, in der die Diagonali-
sierungsfunktion repräsentiert werden kann. Dann gilt für jede Formel f(x), 
die in der Sprache von T  formulierbar ist und nur die freie Variable x 
enthält, dass es einen Satz s gibt, so dass Folgendes erfüllt ist:4 

�T f(psq) ‡ s 

 
2.3  Gödels erstes Unvollständigkeitstheorem (G1) 

ç Wählt man in diesem Lemma als f(x) die Formel ü%z BewT(z, x) (welche 
die Eigenschaft x ist nicht beweisbar ausdrückt), ergibt sich ein so genann-
ter Gödelsatz gT  für die Theorie T, für den gilt: 

  (7) �T  ü%z BewT(z, pgTq) ‡ gT  

 gT  besitzt demnach dieselben Wahrheitsbedingungen wie der Satz 
ü%z BewT(z, pgTq) und ‚besagt‘ somit, dass es keinen Beweis für gT  gibt. 
gT  behauptet damit gewissermaßen von sich selbst, nicht beweisbar zu 
sein. 

ç Nimmt man nun an, es gäbe in T  einen Beweis von gT , dann ergäbe sich 
aufgrund der Beweisbarkeit des zuletzt erwähnten Bikonditionals (7), 
dass �T  ü%z BewT(z, pgTq). Aufgrund der obigen Bedingung (1) gilt im 
Falle der Beweisbarkeit von gT  aber auch, dass �T  %z BewT(z, pgTq). 
Somit wäre T  inkonsistent. Setzt man aber die Konsistenz von T  voraus, 
ergibt sich die Negation der Annahme und d. h. �/T gT . Dies ist im We-
sentlichen das Ergebnis von Gödels erstem Unvollständigkeitstheorem:

                                                           
 4  �aq sei dabei das Numeral der Gödelnummer des Ausdrucks a. 



Gödels Unvollständigkeitssätze  69 

ç Gödels Erstes Unvollständigkeitstheorem (G1).  Es sei T eine 
rekursiv axiomatisierbare Theorie, die ein Mindestmaß an Arithmetik 
enthält (und so etwa eine Erweiterung der so genannten Robinson-Arith-
metik Q ist). Dann gilt: 

  (i) Wenn T konsistent ist, dann gilt �/T gT. 

  (ii) Wenn T zudem w-konsistent ist, dann gilt �/T ügT.5 

 
2.4  Gödels zweites Unvollständigkeitstheorem (G2) 

ç Das Konsequens des Konditionals (i) kann nun aber im Rahmen von T 
durch ü%z BewT(z, pgTq) ausgedrückt werden und das Antezedens etwa 
durch den Satz ü%z BewT(z, p0 = 1q); dieser Satz soll im Folgenden 
durch „kons(T )“ abgekürzt werden. Da nun auch das Argument, das zu 
G1 führte, in T  formalisiert werden kann, gilt auch 

  (8) �T  kons(T ) ® ü%z BewT(z, pgTq)6 

 und daraus ergibt sich Gödels zweites Unvollständigkeitstheorem: 

ç Gödels Zweites Unvollständigkeitstheorem (G2).  Es sei T  eine 
Theorie, die die Bedingungen von G1 erfüllt. Ist T  konsistent, dann gilt:7 

�/T kons(T ) 

 Wäre nämlich �T  kons(T ) der Fall, dann ergäbe sich aufgrund von (8), 
dass auch �T  ü%z BewT(z, pgTq) gilt und somit aufgrund von (7) auch 
�T  gT , was im Widerspruch zu G1 steht.

                                                           
 5  Eine Theorie ist dabei w-konsistent genau dann, wenn für jede wohlgeformte Formel f(x) der zu-

grunde gelegten Sprache, in der nur x als freie Variable vorkommt, Folgendes gilt: Wenn für jede na-
türliche Zahl n �T üf(n) gilt, dann ist es nicht der Fall, dass �T %x f(x) (dabei wird vorausgesetzt, 
dass es sich bei der zugrunde gelegten Sprache um eine Sprache handelt, die arithmetische Sachver-
halte ausdrücken kann und insbesondere über die Individuenkonstante 0 sowie das Symbol für die 
Nachfolgerfunktion verfügt.) Die Annahme der w-Konsistenz kann dabei abgeschwächt werden zur 
Annahme der bloßen Konsistenz, wenn auf einen etwas komplexeren unentscheidbaren Satz zurück-
gegriffen wird. Dies wurde 1936 von J. B. Rosser bewiesen; der besagte komplexere unentscheidbare 
Satz wird daher gelegentlich auch als Rossersatz für T  bezeichnet. 

 6  In T  sind aber nicht nur „kons(T ) ® ü%z BewT(z, pgTq)“ und damit „kons(T ) ® gT“ herleitbar, 
sondern auch die Umkehrungen „ü%z BewT(z, pgTq) ® kons(T )“ bzw. „gT ® kons(T )“. Damit sind 
im Rahmen von T  die Behauptungen „kons(T )“ und gT  äquivalent. 

 7  Eine weitere wichtige Folgerung, die gelegentlich ebenfalls als Ergebnis von G2 angeführt wird, be-
sagt: Die Formalisierung der Behauptung von G2, Wenn T  konsistent ist, so kann dies im Rahmen 
von T  nicht bewiesen werden, kann in T  hergeleitet werden (siehe Rautenberg 1996, S. 215): 

�T kons(T ) ® ü%z BewT (z, pkons(T )q) 
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