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es gibt gegenwirtig nicht nur einen Konig von Frankreich

es gibt zwar gegenwdrtig genau einen Konig von Frankreich, aber der
ist nicht kahlkopfig

¢ Russells Analyse von B[(7x)(A(x))] in Form von (2) ermoglicht nun, der
Mehrdeutigkeit von —B[(7x)(A(x))] gerecht zu werden:

)
(11) =3 [A(X) AVyY (Aly) = x=y) A B(x)]
(12) 3 [AG) A =9y (Aly) = x=y) A B(x)]
(13) 3 [AG) AWy (Aly) = x=y) A =B(x)]

¢ Russell kann mit Lesart (11) erkléren, weshalb der Satz

(14)  Der gegenwirtige Konig von Frankreich ist nicht kahlkopfig, weil es
gegenwdrtig gar keinen Konig von Frankreich gibt

in der Regel als wahr erachtet wird.

Aufgaben
1 Beweisen Sie die folgenden Behauptungen!
a)  Ix[AX) AVY (Aly) = x=y) AB(x)]
Ix[Vy (Aly) < x=y) A B(x)]
b)  Ix[Vy (Ay) = x=y) AB(X)] F F'xA(x) A Vx (A(x) — B(x))
o) F'xAX) AVx (Ax) = B(x) F
IX[AG) A VY (Aly) = x=y) A B(x)]

d)  3Ix3dy (A(x) AAly) A xFy),
Vx Vy vz [(A(x) AA(y) ANA(z)) = (x=yVx=zVy=2z)] F
IxJy [AX) AA(y) AxFy AVz (A(z) = (z=xV z=Y))]
e)  IxAYy[AX)ANAY) AxFyAVz (A(z) > (z=xV z=Yy))]
Ix Ay (AX) ANA(y) AxFy) A
Vx Wy Vz [(A(x) AA(y) AA(z)) = (x=y Vx=zVy=z)]
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4. Generalisierte Quantoren

4.1 Relationale Quantifikation

e ARISTOTELES fasst in seiner Syllogistik Quantoren relational auf und be-
trachtet Sitze von der Form QA B, wobei der Quantor Q eine Relation
zwischen den Termen 4 und B ausdriickt. Nach Frege bezeichnen Quan-
toren (einstellige) Begriffe 2. Stufe; der Begriff des Allquantors wird etwa
benannt durch: ¥x ¢(x). Frege sah zwar, dass die umgangssprachlich
quantifizierenden Ausdriicke in der Regel zweistellig sind, glaubte aber,
dass diese mit Hilfe des einstelligen Allquantors und den logischen Junk-
toren definierbar seien. Die Theorie der generalisierten Quantoren greift
demgegeniiber wieder die Idee der relationalen Quantifikation auf.
Die Theorie wurde ausgearbeitet von: MOSTOWSKI, MONTAGUE,
BARWISE & COOPER u.a..
(Literatur: Dag WESTERSTAHL: ,,Quantifiers in Formal and Natural
Languages® in: D. GABBAY & F. GUENTHNER (Hrsg.): Handbook of
Philosophical Logic. Vol. 4: Topics in the Philosophy of Language,
Dordrecht 1989, S. 1-131.)

¢ Viele umgangssprachliche Quantifikationen konnen im Rahmen von PL1
nicht ausgedriickt werden, so etwa: mehr als die Hdilfte aller As sind Bs.
Diese Aussage ist selbst dann nicht im Rahmen von PL1 ausdriickbar,
wenn man versucht, einen zusitzlichen Quantor wie mehr als die Hdilfte
aller (Gegenstinde) x (neben Vx und 3x) heranzuziehen.

o Will man derartige Quantifikationen ausdriicken, ist zu beachten, dass es
sich bei solchen umgangssprachlichen Quantifikationen in der Regel um
beschrinkte Quantifikationen der Form QA B handelt, in welchen 4 den
Quantifikationsbereich bezeichnet, Q einen Determinator, der bestimmt,
iiber welche Teilmenge von A quantifiziert wird, und B die Eigenschaft,
welche den Mitgliedern der besagten Teilmenge zugesprochen werden
soll. Die Quantoren V und J stellen somit einen Spezialfall dar, insofern
bei beiden der Quantifikationsbereich stets der gesamte Gegenstandsbe-
reich ist, so dass hier dem 4 in Q4B ein Pradikat wie x = x oder Ding
entspriache, welches auf jedes Objekt des Gegenstandsbereiches zutrifft.
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¢ In der folgenden Tabelle wird der besondere Fall der Verwendung von
Determinatoren (in Sitzen der Form Q Ding(e) B) der allgemeinen
Verwendungsweise von Determinatoren (in Sitzen der Form QA4 B)
gegeniibergestellt, welche nicht auf ein bestimmtes 4 beschrankt ist.

Determinator Besondere Form Allgemeine Form

Jede(-r/-s) Jjedes Ding Jeder Mensch, jede Zahl, ...

einige einige Dinge einige Menschen, einige Zahlen, ...

kein(-e/-er) kein Ding kein Mensch, keine Zahl, ...

genau zwei genau zwei Dinge genau zwei Menschen, genau zwei
Zahlen, ...

die meisten die meisten Dinge die meisten Menschen, die meisten
Zahlen, ...

Im Falle vieler Determinatoren ist es moglich, die allgemeine Form mit
Hilfe der besonderen Form und zusétzlichen wahrheitsfunktionalen
Junktoren darzustellen. Alle, einige, kein und die numerischen Quantoren
sind in diesem Sinne reduzierbar:

Jedes A (ist) B < Jedes Ding ist, wenn es A ist, auch B

Genau zwei A (sind) B < Genau zwei Dinge sind A und B

e Um Sitze mit nicht reduzierbaren Determinatoren ausdriicken zu kon-
nen, ist es notig, die Syntax von PL1 um eine neue Form quantifizierter
Satze zu erweitern. Zu diesem Zweck erweitern wir zunichst das Voka-
bular der Sprache von PL1 um Determinatorenausdriicke Q wie ,,Diemei-
sten“ usw. Die Definition der wohlgeformten Formel (W1f) wird erweitert
um eine entsprechende Bedingung:

Sind A und Bwffs, ist v eine Variable und Q ein Determinatorenausdruck,
so ist Qv (A, B) eine Wff. Jedes Vorkommnis von v in Q v (A, B) ist dabei
gebunden.

e So wire etwa die Formel ,,Diemeisten x (A, B)* eine W1f. Die spezielle
Verwendungsform des Determinators in die meisten Dinge sind B
kann nun ausgedriickt werden durch: Diemeisten x (x = x, B).
Formeln der Art Q x (x = x, S) konnen abgekiirzt werden durch Q x (S).
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¢ Als Bedeutungen werden Determinatorenausdriicken stets Funktionen
zugewiesen. Dem Determinatorenausdruck ,,mehr als die Halfte* wird so
etwa in einer Interpretation M mit Gegenstandsbereich D die folgende
Bedeutung zugeordnet:

mehr als die Hilfte”(4) = {XC D | |X N 4| > |4 -X]|}

Anmerkung: ,,| X|“ bezeichnet dabei die Mdichtigkeit (bzw. die Anzahl der
Elemente) der Menge X.

¢ Im Falle von einstelligen Pradikatsymbolen A und B sind Séatze der Form
Qv (A, B) wahr gdw.: B € QY(AY)

Anmerkung: Die Wahrheitsbedingungen von Sétzen der Form

Q v (A, B), in welchen es sich bei A und/oder B um beliebige Formeln
handelt, in denen nur v frei vorkommt, kdnnen ganz dhnlich angegeben
werden.

¢ Die reduzierbaren Determinatoren kdnnen auch als primitive Ausdriicke
eingefithrt werden und miissten so nicht indirekt durch ¥V und 3 und
weitere aussagenlogische Junktoren ausgedriickt werden. Dabei sei M
wiederum eine Interpretation mit Gegenstandsbereich D:
(i) Ding” =D
(ii) Einige”(4)={XCD|ANX+ @}
i) Jedes™(4)={XCD|ACX}

(idi

)
)
(iv) Kein"(4)={XCD|ANnX=2}
) n¥4)={XCD|]4NX]| > n)
i) WMA)={XCD||ANX|=n}
(vii) Die n™(4) = jedes"(4), falls | 4| = n, sonst undefiniert.
(viii) Beide™(4) = die 2"(4)
(ix) Keines von beiden"(4) = kein¥(4), falls | 4| = 2, sonst undefiniert.

e Die Theorie der generalisierten Quantoren erlaubt, die logische Form von
Satzen stiarker deren grammatikalischer Form anzunédhern als dies im
Rahmen von PL moglich ist. Die folgenden Beispielsidtze bestehen jeweils
aus der Verkniipfung einer Nominal- mit einer Verbalphrase. Dennoch
unterscheidet sich ihre logische Form grundlegend:
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Hans K(h)
Jemand Ix K(x)
Jeder Mann ¥x (M(x) — K(x))
Der geg. Konig ist/sind kahlkopfig
v. Frankreich Ix (F(x) AVy (F(y) — x=y) AK(x))
Die meisten —
Mdinner

e Mit der Hilfe generalisierter Quantoren kann demgegeniiber jeder der
obigen Sétze als Satz von der Form QA4 B dargestellt werden—selbst
Satze wie Hans ist kahlkopfig. Zu diesem Zweck wird die Nominalphrase
Hans aufgefasst als generalisierter Quantor. Der Satz besitzt dann folgen-
de Form: das 1 x (x = h, K(x)).

e Dem liegt die Idee Richard MONTAGUES zugrunde, etwa im Rahmen des
Satzes Hans ist kahlkiopfig die Nominalphrase Hans zu interpretieren
durch die Gesamtheit der Eigenschaften, die Hans besitzt. Diese Idee
geht wiederum auf das sog. Leibniz-Prinzip zuriick, demzufolge ein
Objekt eindeutig bestimmt ist durch die Eigenschaften, die es besitzt:

x und y sind genau dann identisch, wenn sie in allen ihren Eigenschaften
tibereinstimmen.

e Entsprechend wurden (wie oben gezeigt) im Rahmen der Theorie der
generalisierten Quantoren auch Nominalphrasen wie jedes Kind oder
einige Kinder Mengen von Eigenschaften zugeordnet (wobei Eigenschaf-
ten der Einfachheit halber mit den Mengen von Objekten identifiziert
werden, auf welche sie zutreffen). Somit besitzen unterschiedliche Sétze
von der Form QA B dieselbe logische Form Q x (A, B):

Hans das 1 x (x =h, K(x))
Jemand einige x (Ding(x), K(x))
Jeder Mann jedes x (M(x), K(x))
Der geg. Konig ist/sind kahlkopfig
v. Frankreich das 1 x (F(x), K(x))
Die meisten die meisten x (M(x), K(x))
Mdinner
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¢ Einige Determinatoren haben gemeinsame Eigenschaften, durch welche
sie dieselbe Stelle in bestimmten giiltigen Schliissen einnehmen kénnen.
Zu den wichtigen Eigenschaften zéhlen etwa die Monotonie und die
Persistenz.

¢ Ein Determinator heilt aufwdirtsmonoton genau dann, wenn fiir alle A, B
und B’ das folgende Argument giiltig ist:

Qx (A(x), B(x))
vx (B(x) — B'(x))

Qx (A(x), B'(x))
OD ein Determinator aufwértsmonoton ist, kann mit dem folgenden Test
festgestellt werden: Q ist aufwartsmonoton gdw. das folgende Argument
gliltig ist:

Q Gebdude ist /sind alt und vom Einsturz bedroht

Q Gebdude ist/sind alt

¢ Ein Determinator heiBBt abwdrtsmonoton genau dann, wenn fiir alle A, B
und B’ das folgende Argument giiltig ist:

Qx (A(x), B'(x))
vx (B(x) — B'(x))
Qx (A(x), B(x))

Ob ein Determinator abwirtsmonoton ist, kann mit dem folgenden Test
festgestellt werden: Q ist abwartsmonoton gdw. das folgende Argument
gliltig ist:

% Q Gebdude ist/sind alt

Q Gebdude ist/sind alt und vom Einsturz bedroht
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Ein Determinator heil3t persistent genau dann, wenn fiir alle A, A’ und B
das folgende Argument giiltig ist:

Qx (A(x), B(x))
Vx (A(x) — A'(x))

Qx (A'(x), B(x))

Ob ein Determinator persistent ist, kann mit dem folgenden Test fest-
gestellt werden: Q ist persistent gdw. das folgende Argument giiltig ist:

Q alte(-n/-s) Gebdude ist /sind vom Einsturz bedroht
Q Gebdude ist/sind vom Einsturz bedroht

Ein Determinator hei3t anti-persistent genau dann, wenn fiir alle A, A’
und B das folgende Argument giiltig ist:

Qx (A'(x), B(x))
Vx (A(x) — A'(x))
Qx (Ax), B(x))

OD ein Determinator anti-persistent ist, kann mit dem folgenden Test
festgestellt werden: Q ist anti-persistent gdw. das folgende Argument
giiltig ist:

Q Gebdude ist/sind vom Einsturz bedroht
Q alte(-n/-s) Gebdude ist/sind vom Einsturz bedroht
Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick, welche Determinatoren

aufwarts- bzw. abwartsmonoton und welche persistent bzw. anti-
persistent sind.

Aufgaben
1 Losen Sie die Aufgaben 14.30, 14.33, 14.34, 14.38, 14.39, 14.42, 14.43,

14.47, 14.48, 14.52!
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aufwirts- abwirts- nicht persistent anti- weder p.
monoton monoton monoton persistent | noch anti-

p.
Jedes + +
einige + +
kein + +
das + +
beide + +
viele + +
mehrere + +
die meisten + +
wenige + +
min.destenx + +
zwei
hb‘c/?stens + +
zwei
unendlich + +
viele
endlich viele + +
Annes + +
keiner von + +
beiden
genau zwei + +
alle bis auf + +

ein






